AB — VEKTORRECHNUNG IN DER EBENE

Vektor als Pfeil veranschaulichen

Wir konnen jeden Vektor @ = (§}) grafisch als Verschiebung deuten:

ai ... Verschiebung in horizontaler Richtung ‘
as ... Verschiebung in vertikaler Richtung

Im Raster rechts ist der Vektor @ = (3) grafisch als Pfeil dargestellt.

Der Anfangspunkt des Pfeils (,,Schaft®) wird zum Endpunkt des Pfeils (,,Spitze“) verschoben. \ ¢
d

Zeichne die folgenden Vektoren als Pfeile im Raster ein: 7

Db=(4) 2)2=(3") 3)d=(4) 42=() 5 f=(3) -
\ J

Addition von Vektoren

4 N

Gegeben sind die Vektoren ¥ = (3) und @ = ( %).

a) Berechne die Summe der Vektoren:

TH+w=(513) = (%)

Léange eines Vektors

Fiir die Linge (,,Betrag®) eines Vektors U = (3} ) schreiben wir |7

Stelle eine Formel fiir || in Abhéngigkeit von v; und vy auf,
und berechne die Linge des rechts dargestellten Vektors v

1P| = /v + 02 = V62 +42 =7211...

<L

U2

U1 1

Multiplikation mit einem Skalar

Der Vektor ¥ = ( 4,) ist rechts grafisch dargestellt.

Berechne die folgenden Vektoren, und stelle sie rechts als Pfeile dar:

1)2-7=(5%) 2)%'?:<31) 3) (-1)-7=(3")

Was fallt dir an den Pfeilen auf? 1

- J
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AB — VEKTORRECHNUNG IN DER EBENE

\_

Skalierung
~
Die rechts dargestellten Vektoren haben alle die gleiche Richtung. d ist aber nicht gleich orientiert wie T.
a) Trage die passenden Zahlen in die Liicken ein. /
a
a=—-0 b=--v c=2-v d=-2-v
2 2
é

b) Esgilt ¥ = (%) und @ = (% ). Berechne wy so, dass ¥ || & gilt. b

w=r-v —= 7=4-r = 7':1 — 101:2-7':5
Tatséchlich ist die Linge von r - ¥ das |r|-fache der Linge von ¥':

[ T = ()] =/ v)2 4 (o 0)2 = \Jr2- (02 +03) = 12 o} + 03 = 1] - |7

Vektor auf bestimmte Linge skalieren

~
Die Vektoren ¥ = ( %) und @ sind parallel und gleich orientiert. Berechne den Vektor @ mit Lénge 9.
|v|=v42+32=5
=4+ () = (%)
w=9- vy = (j5?4)

J

Vektor und Gegenvektor
\

Jeder Vektor ¥ = (}1) hat seinen Gegenvektor —v = (241 ).

Wie bei der Zahl 42 und ihrer Gegenzahl —42 ist das ,,—“ ein Vorzeichen.

Zeichne rechts den Gegenvektor von ¥ mit dem gleichen Anfangspunkt ein.

Die Summe von Vektor und Gegenvektor ergibt den Nullvektor:

T (=V) = () +(Z8) = (1) =(3)
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MATHEMATIK MACHT FREU(N)DE AB — VEKTORRECHNUNG IN DER EBENE

Subtraktion von Vektoren

\
Gegeben sind die Vektoren ¥ = (§) und @ = ( 4).
a) Berechne die Differenz ¥ — :
V-0 = (43(:42)) = ((2))
b) Die Vektoren v und %@ sind rechts grafisch dargestellt.
Um ¥ — W grafisch darzustellen, gibt es zwei Denkmdglichkeiten:
1) T —-w="7+(-0) 2) W+ (V-wW) =7
Zeichne U — @ auf beide Arten rechts ein. )
I
. N
Stelle die Vektoren W + 2, 2- 2, 5 w und ¥ — W grafisch dar.
-z
%

»Spitze-minus-Full — Regel“

Im Koordinatensystem unten sind zwei Punkte A und B eingezeichnet. .

Fir den Vektor mit Anfangspunkt A und Endpunkt B schreiben wir auch kurz AB.
AY 1) Lies die Koordinaten der Punkte ab:
3 B A(2[1)  B([3)
2 AB 2) Lies die Komponenten des Vektors AB ab:
1 A AB = (3)

X
10 1 2 3 4 5 6

-1

Fiir alle Punkte A (aj | a) und B (b | by) gilt allgemein: AB = (g;:g;)

\_ /
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AB — VEKTORRECHNUNG IN DER EBENE

Koordinatengeometrie

Wir drehen den Vektor ¥ = (3) ...

...um 90° gegen den Uhrzeigersinn.

Dann erhalten wir den Vektor vy = ( 2).

...um 90° im Uhrzeigersinn.

Dann erhalten wir den Vektor vg = ( %).

Die Vektoren vf = (7%2) und vg = (

\_

Zeichne ihn rechts ein.

Zeichne ihn rechts ein.

—v1

2 ) heiBen daher auch Normalvektoren von ¥ = (2

\
Berechne die Komponenten der folgenden Vektoren: 51U C
—_—> . _2 - —_—> o A - o
AB=(,%%) = () BC=(:)=(7) REEyA
_ — . AC
ACZ(5:1(—23)>:(§) BA=(2%5)=(2}) 2 B
14—B> + B—C'> = (é ) Warum gilt allgemein AB+BC=AC? ! "
—B—/l) = (3) Warum gilt allgemein -BA=4B? i j 1 |
-2
-3
o /
Normalvektoren
~

Skalarprodukt und Winkel

3]

) 7T =(4) () =—1+1=0
2) T-d=(%) (4)=-124+12=0

3) - f=(3)()=-1+6=5

4) G- h

(2)(B3)=—6+1=-5

M

b

i
a

Zwischen dem Skalarprodukt zweier Vektoren und dem eingeschlossenen Winkel gibt es einen Zusammenhang. Hast du eine Idee?

~
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AB — VEKTORRECHNUNG IN DER EBENE

Vektor-Winkel-Formel

Die Vektoren ¥ und @ sind mit dem gleichen Anfangspunkt eingezeichnet.
Fiir den eingeschlossenen Winkel ¢ gilt:

v-w
o) = Tl

~

w

Uberlege mit dem Einheitskreis bzw. der Vektor-Winkel-Formel, ob <, > oder = in die Liicken passt:

@ =0° cos(p) =1 T-w >0 P
0° <@ <90° | cos(p)>0 Tw >0

© = 90° cos(p) =0 v-w=0
90° < ¢ < 180° | cos(p) <0 7w <0

o = 180° cos(p)=—1 | T-w0 <0

v

Parallelogramm

Rechts ist ein Parallelogramm mit A (—4 | —3), B (2 | —2) und D (—2 | 4) dargestellt.

a) Berechne die Koordinaten des Eckpunkts C.
D

b) Berechne den eingezeichneten Winkel .

—

a) C(4]5)

= N W H O

b) AB = (§), AD = (2)

AB-AD = (8)-(2)=12+7=19
|AB| - |AD| = V/37- /53

— « = arccos < = 64,59...°

19
V3T - 53)

/17345
B



https://mathematikmachtfreunde.univie.ac.at
https://mathematikmachtfreunde.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/Formelsammlung-Angewandte_Mathematik.pdf
https://mathematikmachtfreunde.univie.ac.at
http://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AB-Allgemeines_Dreieck.pdf
https://mathematikmachtfreunde.univie.ac.at

AB — VEKTORRECHNUNG IM RAUM

»Spitze-minus-Full — Regel“

\
Die Punkte A (5]3|0) und B (2|4 ]4) sind im 3-dimensionalen Raum dargestellt. Wir

konnen jeden 3-dimensionalen Vektor grafisch als Pfeil im Raum darstellen.

AB ist der Vektor mit Anfangspunkt A und Endpunkt B.

-— -3
Ermittle seine Komponenten: AB = ( 1 )

Auch im Raum gilt die Spitze-minus-Ful} — Regel fiir
alle Punkte A (a1 | a2 | a3) und B (b1 | be | b3):

AB = (2;:3;)

bs—as

Raumdiagonale eines Quaders

B Berechne die Entfernung d der dargestellten Eckpunkte A und B des Quaders.

l (Einheiten in cm)

f=V3+12
d:

2 V2422 =/32 112122 = /14 = 3,741...cm
3
A W
Betrag eines Vektors
\
B

Fiir die Léinge (Betrag) des 3-dimensionalen Vektors ¥ = (%ﬁ) gilt:
3 ’
51 = /o + 03 + 03 —/

Begriinde die Formel:

f=yvi+v: = ]?\:\/f2+v§: v? + v3 + v3
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AB — VEKTORRECHNUNG IM RAUM

Vektor-Winkel-Formel

Die Vektoren ¥ und %@ sind mit dem gleichen Anfangspunkt eingezeichnet.
Fiir den eingeschlossenen Winkel ¢ gilt:
v-w
cos(p) = =
¥ - || 0 << 90° — T-W>0
Wie in der Ebene gilt fiir den Winkel ¢ also auch im Raum: < ¢ = 90° — T -w=0
90° < < 180° <+ T -wW<0
\_ /
Vektorprodukt

~

Das Vektorprodukt zweier Vektoren ¥ und @ ist der folgende Vektor:
. w Vet — e Sprechweise: ,, v kreuz w*
TXW= (vé) X (w;) = (wzl- —vlz- ) »2Kreuzprodukt*

V1w — Wi U2

1) Der Vektor ¥ x @ steht normal auf ¥ und auf .

Damit ist die Richtung von ¥ x @ festgelegt.

2) Die Vektoren ¥, @ und ¥ x @ bilden ein Rechtssystem.
Strecke den rechten Daumen in Richtung ¥ x @ und schraube mit dem Handgelenk. v

Dann wird der Vektor ¥ auf dem kiirzeren Weg zum Vektor W gedreht.

Damit ist die Orientierung von T x W festgelegt. N @
3) Die Vektoren ¥ und @ spannen ein Parallelogramm auf.

Der Flicheninhalt A dieses Parallelogramms ist |7 x @].

Damit ist die Linge von U x @ festgelegt.

Dreieck

Gegeben ist das Dreieck mit den Eckpunkten A (3| —2[4), B(1|4]|—2) und C (0| -2 3).
1) Berechne den Winkel a, den die Vektoren AB und AC einschlieBen.
2) Berechne den Fldcheninhalt A des Dreiecks. (Einheiten in cm)
D A8 = (1) = (), A0=(550) = (1)
AB - AC = (-2) - (=3) +6- 0+ (=6) - (-1) = 12
AB| = VET B 1 6 = V76, |AC| = VT 0T 1 12 = ID

o = arccos (2= ) = 64,19...°
(FHs) =64,

2 7050 (i)

A =1 [ABx AC| = L. V62 +162 + 187 = 12,40... cm?
N J
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